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ОДНОВРЕМЕННАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ ДВУМЕРНЫХ
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НА ОСНОВЕ СВЕРХУСТОЙЧИВОСТИ
И ТЕХНИКИ D-РАЗБИЕНИЯ1

Рассматривается задача одновременной стабилизации семейства линей-
ных систем второго порядка с помощью статической линейной обратной
связи по состоянию применительно к системам с переключениями. В осно-
ве предложенного подхода лежит известный метод синтеза, когда с помо-
щью решения задачи линейного программирования ищется статический
регулятор, приводящий матрицы некоторого семейства, составляющего
переключаемую систему, в замкнутом состоянии к сверхустойчивости, что
гарантирует экспоненциальную устойчивость соответствующей переклю-
чаемой системы. Данный метод развивается на случай, когда не все семей-
ство матриц может быть одновременно приведено к сверхустойчивости:
для неприводимых матриц с помощью техники D-разбиения определяют-
ся линейные ограничения на множество стабилизирующих регуляторов,
которые добавляются к ограничениям в задаче линейного программи-
рования. Кратко анализируются свойства синтезированной переключае-
мой системы. Приводится пример решения задачи синтеза предложенным
подходом.
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1. Введение

Задача одновременной стабилизации заключается в поиске одного закона
управления, обеспечивающего устойчивость всех элементов некоторого се-
мейства динамических объектов. Такие задачи составляют отдельный класс
в области робастного управления. Наибольший интерес они вызывали в пери-
од с конца 80-х и в 90-е годы XX в. [1–6]. В прикладном смысле популярность
получил подход на основе линейных матричных неравенств (ЛМН), предло-
женный в [2, 7], что связано с появлением эффективных численных методов
решения задач полуопределенного программирования.

1 Результаты исследований, представленные в разделе 4, получены за счет средств Рос-
сийского научного фонда (проект № 21-71-30005), https://rscf.ru/project/21-71-30005/.
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Содержательно близкие задачи синтеза возникают в теории систем с пе-
реключениями (иначе теории переключаемых систем) [8, 9], которая изучает
нестационарные системы специального вида. Параметры (и структура) таких
систем меняются с течением времени по некоторому правилу, называемому
законом переключений. Далее рассматриваются только линейные переклю-
чаемые системы, когда в качестве меняющихся параметров (между которы-
ми происходят переключения) выступают матрицы линейных подсистем из
некоторого известного множества. Решение задачи одновременной стабилиза-
ции для таких систем доставляет лишь необходимое условие асимптотической
устойчивости, которое не учитывает влияние переключений на устойчивость
системы, тогда как в самом общем случае задача синтеза регулятора пере-
ключаемой системы состоит в поиске закона управления, гарантирующего
асимптотическую устойчивость при любом произвольном законе переклю-
чений. Такая задача синтеза является намного более сложной, чем просто
одновременная стабилизация. Основным инструментом ее решения служит
поиск регуляторов, обеспечивающих существование общей функции Ляпуно-
ва у всех подсистем.

Описанная общая задача стабилизации линейных систем с переключения-
ми была исследована, в частности, в [10, 11], где был предложен новый под-
ход к ее решению с помощью статического регулятора по состоянию. Основ-
ной идеей подхода было использование сверхустойчивости, которая приме-
нительно к теории управления была предложена и изучена Б.Т. Поляком
и П.С. Щербаковым в [12, 13]. В [12] описаны сверхустойчивые матрицы и
исследованы свойства линейных систем с такими матрицами (сверхустойчи-
вые системы), а в [13] рассмотрены задачи синтеза регуляторов, придающих
замкнутой системе свойство сверхустойчивости, там же исследован синтез
статического регулятора по состоянию в форме решения задачи линейного
программирования. В [14–17] сверхустойчивость использовалась для реше-
ния иных задач теории управления.

Использование сверхустойчивости применительно к переключаемым си-
стемам обусловлено следующим свойством: любое семейство сверхустойчи-
вых систем одинакового порядка образует экспоненциально устойчивую си-
стему с переключениями при любом законе переключений [18]. Именно это
свойство используется в упомянутых работах [10, 11] для того, чтобы при син-
тезе переключаемой системы заведомо гарантировать ее устойчивость. В [11]
приведена теорема, распространяющая результаты [13] на случай систем с пе-
реключениями. В частности, [11, Теорема 3] дает необходимые и достаточные
условия существования регулятора, который приводит все семейство исход-
ных систем к сверхустойчивости, но не предлагает конструктивный алгоритм
синтеза.

В [13] показано, что сверхстабилизации регулятором по состоянию можно
добиться далеко не всегда, поэтому подход, описанный в [11], может оказать-
ся неприменим, так как не существует сверхстабилизирующего регулятора,
удовлетворяющего всем необходимым ограничениям одновременно. В настоя-
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щей работе предложена модификация подхода [11], в которой для подсистем,
не приводимых к сверхустойчивости, ищется просто стабилизирующий регу-
лятор. Процедура синтеза сводится к решению задачи линейного програм-
мирования (так же как в [13]), в которой линейные ограничения разбива-
ются на два типа: первый задается системами, которые можно привести к
сверхустойчивости, а второй – теми, которые нельзя. Для последних систем
ограничения, задающие область стабилизирующих регуляторов, ищутся с по-
мощью техники D-разбиения [19, 20] исследованием устойчивости характе-
ристического полинома замкнутой системы. При решении описанной задачи
линейного программирования гарантируется только устойчивость отдельных
подсистем переключаемой системы (т.е. она представляет собой классиче-
скую задачу об одновременной стабилизации), а свойство экспоненциальной
устойчивости при произвольных переключениях сохраняется только для под-
множества сверхустойчивых матриц.

Еще одним ограничением подхода служит то, что он применим только
к переключаемым системам второго порядка, так как D-разбиение трудно-
осуществимо для случаев исследования более чем двух параметров. Однако
тут следует отметить общую сложность задач анализа и синтеза переклю-
чаемых систем даже в простых случаях невысокого порядка [8, 21, 22]. По
сути, единственным эффективным методом анализа и синтеза устойчивых
переключаемых систем является численная проверка существования общей
квадратичной функции Ляпунова у всех ее подсистем [7, 23], что является
достаточным условием устойчивости при любом сигнале переключений.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 описаны сверх-
устойчивые системы, их свойства и применение в задачах стабилизации ли-
нейных систем с переключениями. Раздел 3 содержит формальную постанов-
ку задачи синтеза регулятора. В разделе 4 эта задача решается, описан алго-
ритм синтеза и кратко анализируются свойства системы с переключениями,
замкнутой найденным регулятором. В разделе 5 приведен численный при-
мер решения задачи одновременной стабилизации предложенным подходом.
Работа завершается выводами и описанием возможных перспектив развития
подхода.

2. Предварительные сведения

2.1. Сверхустойчивость линейных систем

Матрица A ∈ R
n×n называется сверхустойчивой [12], если на ее главной

диагонали стоят отрицательные числа, которые по абсолютной величине пре-
восходят сумму абсолютных величин внедиагональных элементов в той же
строке. Эти условия записываются как

−aii −
∑

j 6=i

|aij | > 0, i, j = 1, n,

где aij – элемент матрицы A, расположенный в i-й строке и j-м столбце.
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Величину

σ(A) = σ = min
i


−aii −

∑

j 6=i

|aij |


 , i, j = 1, n

называют степенью сверхустойчивости матрицы A.

Линейная стационарная система

ẋ = Ax, x(0) = x0,(1)

у которой x(t) ∈ R
n – вектор состояния, x0 6= 0 – начальные условия, а мат-

рица A – сверхустойчивая, называется сверхустойчивой системой.

В [12] показано, что сверхустойчивая система (1) устойчива в смысле
Re{λ(A)} < 0, где λ(·) – собственные числа матрицы, а для ее вектора со-
стояния при любых начальных условиях справедлива оценка:

‖x‖∞ 6 ‖x0‖∞e
−σt, t > 0,(2)

где ‖x‖∞ = max
16i6n

|x[i]| – векторная ∞-норма, x[i] – i-я компонента вектора x.

Из этого следует, что у сверхустойчивой системы (1) есть неквадратичная
функция Ляпунова вида

V (x) = ‖x‖∞.(3)

Этот результат оказывается весьма полезным для анализа и синтеза систем
с переключениями.

2.2. Системы с переключением:
сверхустойчивость и сверхстабилизация

Рассмотрим линейную систему с переключениями

ẋ(t) = Aρ(t)x(t), x(0) = x0 6= 0,(4)

где Aρ(t) ∈ A = {As ∈ R
n×n : s ∈ S} – активная (реализуемая) в текущий мо-

мент времени матрица, S = {1, . . . , S}, S ∈ N – конечное множество индексов.
Значение матрицы Aρ(t) задается кусочно-постоянным измеримым сигналом
переключений

ρ(t) : [0,∞) → S.(5)

Тем самым Aρ(·) является матричнозначной функцией на вещественной оси,
принимающей значения из множества вещественных матриц A.

Некоторые дополнительные ограничения на ρ(t) будут оговорены отдель-
но в соответствующих разделах. Далее в индексах указание зависимости от
времени функции ρ(t) для простоты опущено.
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В [18, Теорема 1] доказано, что если множество A содержит только свер-
хустойчивые матрицы, то система (4) является экспоненциально устойчивой
при любом сигнале переключений (5) и произвольных начальных услови-
ях x0. Такую систему принято называть сверхустойчивой системой с пере-
ключениями. Более того, этот результат справедлив для любых (в том числе
бесконечных) множеств сверхустойчивых матриц любой размерности.

Доказательство соответствующей теоремы в [18] основано на неравенстве
(2) и анализе верхних оценок вектора состояния системы (4). Более просто,
[18, Теорема 1] является следствием (3), так как ‖x‖∞ представляет собой
общую функцию Ляпунова для всех сверхустойчивых систем.

В [10, 11] рассматривалась динамическая система с переключениями вида

ẋ = Aρx+ bρu, Aρ ∈ A, x ∈ R
n, bρ ∈ B = {bs ∈ R

n, s ∈ S},(6)

где bρ – активный вектор при управлении, который вводится по аналогии
с матрицей системы Aρ в (4), u ∈ R – управляющий сигнал, формируемый
линейным статическим регулятором по состоянию:

u = k⊤x,

где k ∈ R
n – вектор-столбец его коэффициентов.

В [11] ставилась задача поиска статического регулятора k, одновременно
приводящего к сверхустойчивости все множество матриц

M = {Ms = As + bsk
⊤, s ∈ S}(7)

замкнутой системы ẋ(t) =Mρx(t) = (Aρ + bρk
⊤)x(t), Mρ ∈ M. Если такой ре-

гулятор существует, то он называется одновременно сверхстабилизирующим.

В (7) и далее индекс «s» используется у матриц (и их элементов), что-
бы подчеркнуть, что данные выражения относятся к элементам множеств A
и M, а не к активным матрицам Aρ или Mρ.

В [11, Теорема 3] сформулированы необходимые и достаточные условия
существования одновременно сверхстабилизирующего регулятора (они опре-
деляются разрешимостью специальной системы линейных неравенств и про-
веряются численно). С практической точки зрения эти условия удобно пред-
ставить в виде следующей задачи линейного программирования:

maxσ,

−(asij + bsikj)−
∑

j 6=i

nsij > σ, i = 1, n,

−nsij 6 asij + bsikj 6 nsij, i, j = 1, n, i 6= j, s ∈ S,

(8)

где asij + bsikj = ms
ij – элементы матриц из множества (7) замкнутой систе-

мы. В задаче (8) переменными являются степень сверхустойчивости σ, ко-
эффициенты kj регулятора и неотрицательные вспомогательные скалярные
переменные nsij.
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В такой формулировке условия существования сверхстабилизирующего
регулятора (или разрешимости задачи (8)) дает теорема 2.1 из [13], кото-
рая утверждает, что если σ, k – решение задачи (8) и σ > 0, то регулятор
k – одновременно сверхстабилизирующий, в противном случае (при σ 6 0)
сверхстабилизация управлением вида u = k⊤x невозможна.

3. Постановка задачи

Рассмотрим задачу синтеза сверхстабилизирующего статического регуля-
тора по состоянию для двумерной системы с переключениями вида

ẋ = Aρx+ bu, u = k⊤x, Aρ ∈ A = {As ∈ R
2×2, s ∈ S},(9)

где в отличие от (6) матрицы As множества A имеют размерность 2, а вектор b
задан и не подвержен переключениям.

Синтезировать сверхустойчивый регулятор, решив задачу (8), даже в этом
более узком и простом случае можно далеко не всегда. В [20, стр. 138] авторы
выделяют некоторые случаи для фиксированных матриц в (9), когда сверх-
стабилизация заведомо невозможна: например, если вектор b ∈ R

2 содержит
нулевые элементы, а соответствующая строка в матрице A не удовлетворяет
условиям сверхустойчивости.

Далее в (9) положим b = [1 1]⊤. Для этого случая в [13] получено необхо-
димое и достаточное условие сверхстабилизируемости матриц As:

τ(As) = as11 − as21 + as22 − as12 < 0;(10)

а если τ(As) > 0, s ∈ S, то сверхстабилизация статическим регулятором по
состоянию матрицы As невозможна.

Также будем предполагать, что среди матриц As ∈ A есть не приводимые
к сверхустойчивости согласно условию (10). Семейство таких матриц обозна-
чим через Aφ, φ ∈ Sφ ⊂ S. Остальные матрицы, приводимые к сверхустойчи-
вости, обозначаются как Aψ, ψ ∈ Sψ ⊂ S, естественно Sψ ∪ Sφ = S.

Рассмотрим следующую задачу синтеза.

Зад а ч а 1. Для системы (9) найти статический стабилизирующий ре-
гулятор по состоянию, который для семейства матриц Aψ обеспечива-
ет сверхустойчивость матриц Mψ = Aψ + bk⊤ замкнутой системы, а для
остальных матриц Aφ – устойчивость замкнутой системы.

Задача 1 является задачей одновременной стабилизации, когда для
нескольких объектов (подсистем) ищется общий стабилизирующий регуля-
тор, и гарантировать ее разрешимость заранее невозможно. При этом устой-
чивость системы с переключениями, замкнутой найденным регулятором, так-
же не гарантируется (в отличие от задачи (8)). Более подробно свойства
решения задачи 1 в приложении к устойчивости систем с переключениями
описаны в следующем разделе.
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4. Синтез стабилизирующего регулятора

Из-за наличия матриц Aφ, φ ∈ Sφ, не являющихся сверхстабилизируемы-
ми, решение задачи 1 с помощью (8) заведомо невозможно.

Для решения задачи 1 предлагается подход, основанный на решении зада-
чи линейного программирования, который можно рассматривать как моди-
фикацию задачи (8), в которой для не приводимых к сверхустойчивости мат-
риц будем использовать линейные по k ограничения, обеспечивающие устой-
чивость замкнутой системы с матрицами Mφ. Такие ограничения могут быть
получены с помощью техники D-разбиения [19, 20], которая описана далее.

Для простоты индексы φ у матриц A и M и их элементов опущены. С уче-
том b = [1 1]⊤ характеристический полином матрицы замкнутой системы

M = A+ bk⊤ =

[
a11 + k1 a12 + k2
a21 + k1 a22 + k2

]

имеет вид

d(s, k) = det(sI −M) =

= s2 − s(k1 + k2 + a11 + a22) + k1(a22 − a12) + k2(a11 − a21) + det(A).

Согласно [20] при изменении k расположение корней d(s, k) может изменить-
ся только в случае, если вещественный корень (или вещественная часть пары
комплексно-сопряженных корней) перейдет через ноль (через мнимую ось на
комплексной плоскости). Соответствующие границы D-разбиения описыва-
ются параметрическим уравнением d(jω, k) = 0 или в явной форме:

{
−ω2 + k1(a22 − a12) + k2(a11 − a21) + det(A) = 0,

ω(k1 + k2 + a11 + a22) = 0.
(11)

При ω = 0 система (11) имеет особое решение

k1(a22 − a12) + k2(a11 − a21) + det(A) = 0,(12)

которое дает уравнение одной из границ.

Уравнение второй границы задается равенством, полученным из второго
уравнения в (11):

k1 + k2 + a11 + a22 = 0,(13)

с той разницей, что границей служит не вся прямая, а луч, исходящий из
точки пересечения с прямой (12), который параметрически задается функ-
циями:

k1(ω) =
1

r
(ω2 + a211 − a21[a11 + a22 − a12]),

k2(ω) = −
1

r
(ω2 + a222 − a12[a11 + a22 − a21]),

r = −a11 − a12 + a21 + a22, ω ∈ (0,∞).

(14)
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Границы D-разбиения, задаваемые (12) и (13), (14), разбивают плоскость
параметров регулятора (k1, k2) на три области:

– вещественные части обоих корней полинома d(s, k) неотрицательные
(Re{λ1,2(M)} > 0);

– один корень полинома d(s, k) устойчив, а второй – нет (Re{λ1(M)} < 0,
Re{λ2(M)} > 0);

– оба корня полинома d(s, k) устойчивы (Re{λ1,2(M)} < 0).

Последняя область, где матрица M замкнутой системы устойчива, задает
множество стабилизирующих регуляторов для соответствующей матрицы A.
Границы этого множества задаются линейными ограничениями, получаемы-
ми из (12), (13).

Используя найденные ограничения, приходим к следующей задаче линей-
ного программирования, разрешающей задачу 1:

maxσ,

−(aψij + kj)−
∑

j 6=i

n
ψ
ij > σ, i = 1, 2,

−nψij 6 a
ψ
ij + kj 6 n

ψ
ij, i, j = 1, 2, i 6= j, ψ ∈ Sψ,

c
φ
i k

⊤ + z
φ
i < 0, i = 1, 2, φ ∈ Sφ.

(15)

В (15) ограничения на элементы матриц замкнутых подсистем Mψ, ψ ∈ Sψ
совпадают с аналогичными в задаче (8). Векторы c

φ
i ∈ R

2 и скаляры z
φ
i ∈ R,

найденные с помощью D-разбиения, задают линейные ограничения, обеспе-
чивающие устойчивость замкнутой системы с матрицами Mφ.

Теперь можно сформулировать алгоритм решения задачи 1 для систе-
мы (9).

А лг о ри тм 1.

1. Найти подмножества Aφ и Aψ матриц объекта As ∈ A с помощью (10).
2. Для матриц Aψ построить D-разбиение согласно описанному подходу и

найти параметры ограничений, используя (12), (13).
3. Сформировать и решить задачу линейного программирования (15).

Существование решения задачи (15) определяется теми же условиями, что
и у задачи (8): если найдено решение k, σ > 0, то задача 1 решена.

Описанный алгоритм может использоваться для решения общей задачи с
произвольным вектором b = [b1 b2]

⊤ ∈ R
2 в системе (9). Однако в этом слу-

чае нельзя использовать критерий (10) для поиска множества Aφ, φ ∈ Sφ, и в
первом пункте алгоритма 1 следует проверять сверхстабилизируемость мат-
риц As, s ∈ S, используя процедуру синтеза из [13, раздел 2]. В этом случае
система (11) примет вид

{
−ω2 + k1(b1a22 − b2a12) + k2(b2a11 − b1a21) + det(A) = 0,

ω(k1b1 + k2b2 + a11 + a22) = 0.
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Соответственно изменятся расчетные формулы (12), (13) и (14) для поиска
границ области устойчивости.

Следует отметить, что первый пункт алгоритма 1 позволяет проверить
только необходимое условие одновременной сверхстабилизируемости, а имен-
но сверхстабилизируемость отдельных матриц, причем для фиксированно-
го вектора b. Но даже если все матрицы As, s ∈ S сверхстабилизируемы по
отдельности, они в совокупности могут не быть одновременно сверхстаби-
лизируемыми. В этом случае алгоритм 1 можно немного модифицировать:
формировать семейство Aψ «вручную», используя в качестве целевого пока-
зателя условие

max
S

|Sψ|,

т.е. искать разрешимую задачу (15), в которой максимально возможное чис-
ло матриц из A приводится к сверхустойчивости. Такая задача является
комбинаторной и для небольших размерностей S решается простым пере-
бором. Для бо́льших размерностей можно искать множество Sψ на осно-
ве анализа области пересечения множеств сверхстабилизирующих регуля-
торов матриц As, s ∈ S, которые можно построить в явном виде, проана-
лизировав неравенства −ms

ii > |ms
ij|, i, j = 1, 2, i 6= j, подробнее см. пример

в разделе 5.

Заметим также, что существует вырожденный случай, когда ни одну мат-
рицу из A нельзя привести к сверхустойчивости с помощью статического
регулятора. Тогда применение предложенного подхода сводится к анали-
зу пересечения областей стабилизирующих регуляторов, которые находятся
D-разбиением. Если пересечение областей непусто, то оно составляет мно-
жество одновременно стабилизирующих регуляторов по состоянию, а если
пусто, то таких регуляторов не существует. Найденное множество можно
также использовать для оптимизации на нем иных критериев оптималь-
ности регулятора [23, 24]. При этом область одновременно стабилизирую-
щих регуляторов имеет простой вид, так как задается системой линейных
неравенств.

Выше упоминалось, что система с переключениями (9) может терять
свойство экспоненциальной устойчивости при любом сигнале переключений,
имеющем место для решения задачи (8) (точнее оно сохраняется только для
переключений между сверхустойчивыми матрицами Aψ, ψ ∈ Sψ) в то время
как для всей системы (9) выполняется лишь необходимое условие устойчи-
вости переключаемой системы – устойчивость каждой отдельной матрицы
множества M.

В силу последнего свойства можно использовать известные подходы к
обеспечению устойчивости системы (9) за счет введения ограничений на за-
кон переключений ρ(t). Например, известен подход, в котором ограничива-
ется максимальная частота переключений. Для этого вводится понятие вре-
мени простоя (dwell-time), которое обозначается через td > 0. Оно определя-
ется как минимальный интервал времени между двумя соседними переклю-
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чениями, гарантирующий устойчивость переключаемой системы при любом
порядке переключений. В [25] предложен алгоритм поиска верхней оценки td,
в основе которого лежит следующая теорема.

Те ор ем а 1 [25]. Пусть t̂d > 0 – заданное число. Если существуют та-
кие Pi ∈ R

2×2, i ∈ S, что





Pi > 0, ∀i,

A⊤
i Pi + PiAi < 0, ∀i,

eA
⊤

i
t̂dPje

Ai t̂d < Pi, ∀i 6= j,

то система (9) экспоненциально устойчива для любого закона ρ(t), ограни-
ченного временем простоя t̂d.

Оценка времени td ищется одномерным поиском: сначала выбирается неко-
торое достаточно большое число τ0 > 0, для которого условия теоремы 1 при
Ai = Mi, ∀i выполняются, тогда искомая оценка будет t̂d ∈ (0, τ0]. Далее t̂d
определяется с желаемой точностью методом половинного деления отрезка.
Найденная оценка времени простоя является наилучшей в смысле квадра-
тичных функций Ляпунова.

5. Пример

Рассмотрим систему (9) при b = [1 1]⊤ и с множеством матриц A:

A1 =

[
−1 1
−3 −2

]
, A2 =

[
1 4
2 0

]
, A3 =

[
1 −1
2 1

]
, S = {1, 2, 3},(16)

где As имеют следующие значения τ(As) из формулы (10) и собственных
чисел λ(As):

τ(A1) = −1, τ(A2) = −5, τ(A3) = 1,

λ(A1) = −1,5± j1,658, λ(A2) = {3,372, −2,372}, λ(A3) = 1± j1,414.

Матрицы A1 и A2 можно сверхстабилизировать, а матрицу A3 – нет, со-
гласно первому пункту алгоритма 1 формируются семейства матриц

Aψ = {A1, A2} и Aφ = A3.

С помощью техникиD-разбиения на основе (12)–(14) определяется область
стабилизирующих регуляторов для матрицы A3, ее границы определяются
следующими неравенствами:

2k1 − k2 + 3 > 0,

k1 + k2 + 2 < 0.
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Рис. 1. а – Границы D-разбиения для матрицы A3; б – Результаты решения
задачи (15): найденный регулятор показан крупной черной точкой.

Переходя к форме ограничений, использованной в (15), получим:

c1 = [−2 1]⊤, z1 = −3,

c2 = [1 1]⊤, z2 = 2,

где для простоты опущен верхний индекс φ, так как Aφ состоит всего из одной
матрицы.

Рисунок 1,а иллюстрирует применение описанной техники к матрице A3:
в пространстве коэффициентов регулятора (k1, k2) сплошной линией изоб-
ражена прямая, задаваемая 2k1 − k2 + 3 = 0, а пунктирной показана прямая
k1 + k2 + 2 = 0 (видимая ее часть не является границей, т.е. цифрой 2 обозна-
чена вся полуплоскость «слева» от сплошной прямой!). Закрашена искомая
область стабилизирующих регуляторов k, а цифрами 1 и 2 обозначены остав-
шиеся области в порядке, указанном после (14): в первой оба собственных
значения матрицы замкнутой системы неустойчивы (Re{λ1,2(M3)} > 0), а во
второй неустойчиво только одно из них (Re{λ1(M3)} < 0, Re{λ2(M3)} > 0).

На последнем этапе решения задачи 1 производится формирование и
численное решение задачи линейного программирования (15) с помощью
подходящего программного обеспечения (в настоящей статье использовался
MATLAB с пакетом cvx).

В результате синтеза найден регулятор:

k⊤ = [−2,635 − 4,135],(17)

при котором матрицы M1 и M2 – сверхустойчивые со степенью сверхустой-
чивости σ = 0,5 > 0, а матрица M3 – устойчивая. Следовательно, задача 1
одновременной стабилизации решена.
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Рис. 2. Фазовые портрет системы (9), (16), (17) при x(0) = [−0,1 0]⊤

и временами простоя: а – td = 0,2 с и б – td = 0,255 с.

На рис. 1,б проиллюстрирована процедура синтеза: сплошными линия-
ми изображены границы множеств сверхстабилизирующих регуляторов для
матриц A1 и A2, полученные из анализа неравенств −mψ

ii > |mψ
ij|, i, j = 1, 2,

i 6= j, ψ = 1, 2, а пунктирной линией – границы множества стабилизирующих
регуляторов для матрицы A3. Крупной черной точкой показано найденное
численно решение, а мелкими точками вокруг выделена область, содержа-
щая регуляторы, которые удовлетворяют ограничениям в соответствующей
задаче (15).

Система (9) с матрицами (16) и регулятором (17) не обладает свойством
экспоненциальной устойчивости при произвольном законе переключений ρ(t).
На рис. 2,а показана траектория системы (9), (16), (17) при x(0) = [−0,1 0]⊤

и сигнале ρ(t), который меняет активную матрицу через интервал времени
td = 0,2 с, причем переключения производятся только между матрицами A1

и A3 (или соответственно только между M1 и M3 замкнутой системы). В этом
случае траектория системы не ограничена (‖x(t)‖∞ → ∞ при t→ ∞).

С использованием описанного алгоритма [25] найдена оценка времени про-
стоя t̂d = 0,254 с. На рис. 2,б показан фазовый портрет системы при условиях,
аналогичных рис. 2,а, но с временем простоя td = 0,255 с, из которого видно,
что траектория системы сходится к нулю с течением времени.

Отметим, что численная проверка с помощью подхода к одновременной
стабилизации, описанного в [7, 20], показала, что для матриц A при синтезе
статического регулятора по состоянию соответствующее линейное матричное
неравенство, гарантирующее существование общей квадратичной функции
Ляпунова, неразрешимо.
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6. Заключение

В работе предложен подход к решению задачи одновременной стабилиза-
ции линейных систем второго порядка статическим регулятором по состоя-
нию, который является модификацией известного метода синтеза переклю-
чаемых систем на основе сверхустойчивости. Процедура синтеза регулятора,
как и в исходном методе, сводится к решению специальной задачи линейно-
го программирования. Приведен алгоритм синтеза и краткий анализ свойств
найденного регулятора с точки зрения устойчивости переключаемой системы.
Предложенная процедура синтеза проиллюстрирована численным примером.

Новая процедура расширяет класс решаемых задач на матрицы, не при-
водимые к сверхустойчивости, ценою потери заведомой экспоненциальной
устойчивости переключаемой системы (она сохраняется только для подмно-
жества сверхустойчивых подсистем). Описана частичная компенсация это-
го недостатка ограничением частоты переключений, осуществляемая через
оценку минимального времени простоя известным методом.

Развитием данного подхода может служить попытка учета времени про-
стоя в процедуре синтеза. В качестве предельного случая можно вообще отка-
заться от сверхустойчивости и формулировать задачу о поиске оптимально-
го по времени простоя статического регулятора на множестве одновременно
стабилизирующих регуляторов, найденном с помощью описанной процедуры
D-разбиения.

Другой задачей дальнейших исследований является анализ классов, «ана-
логичных» сверхустойчивости, заведомо гарантирующих существование об-
щей функции Ляпунова у матриц переключаемой системы, но более широких.
Наиболее очевидным кандидатом в этом направлении видятся диагонально
устойчивые матрицы, подмножеством которых являются сверхустойчивые.
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